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Complexe Rekenwiljze

Voor het berekenen van deel-stromen en deel-spanningen in de
wisselstroomtechniek hebben wij tot dusver gebruik gemaakt van de
vectoriéle rekenwijze. Dat wil zeggen: met behulp van vectorenfiguren
hebben we de verschillende deel-gtromen en -spanningen alsmede hun
onderlinge fase-hoeken vastgelegd, waarna we in staat waren de

totaal-stroom resp. de totaal-spanning te berekenen.

Wanneer we met meerdere spoelen, condensatoren en weerstanden in
een circuit te maken krijgen, dan wordt de toepassing van vectoren-
figuren te ingewikkeld en gebruiken we liever de complexe rekenwijze.

Daarover hat volgende
%/4 = o fapreek Ui he plus i of min 2)

Evenzo: ‘¢q6 = gfé7 A i M55 B 5 V§6 =t 6 e

Al deze wortels kunnen dus getrokken worden, m.a.w. al deze wortel-
vormen zijn voor te stellen door een ander getal. Dergelijke vormen
noemen wij regéel,

Daartegenover staan wortelvormen zoals VC4 H J:9 3 &L 360 alviehzw

Dit soort wortels is niet te trekken, m.a.w. de wortelvorm is niet
door een ander getal voor te stellen., ZiJ heten imaginair .

S
RSB, \j— 27 = - 3 . Merk op, dat oneven machts wortels uit
negatieve getallen 1regel zijn.

Om met imaginaire vormen te kunnen werken ontbinden wij als volgt
NEg Vo, o1 =W¥3 .V = 3.0
VERY ANETIRRNE IV e

Merk op, dat we aldus elke imaginaire vorm kunnen schrijven als een
product van twee factoren, waarvan de eerste factor reéel en de

tweede factor steedss/-1 is.

il

Om de schrijfwijze te vereenvoudigen stellen we%/l1 = ] 4 BOd@E
\/—4 = ZJfLT = 2N e x/—9 =03 e x/—25 = 5 o sgnens

Moeten we imaginaire vormen bij elkaar optellen, dan gaan we als

volgt te werk: o 2 i
i V-4 +\f-9 +-36 =

2-3 + 3.J + 6aj = 11.3

We behandelen de factor j dus als een normale algebraische factor,

—op dezelfde manier dus als 2.2 + 3.2 + 6.a =.11.2




Aftrekken gaat op overeenkomstige wijze

o T R S
Aftrekken:
Tle M0yl lia ) w6 0 g e 3 e 3 6]
2 (B 5 g =nl5 + 905 = 34558 ~7j = 22297
Vermenigvuldigen gaat zo

Il - 3 e 18

SHeNial - 5wl satigs

MEE R Vilos o i b L o 2

Bij deze laatste vorm bedenken we, dat J S e Zod et

TS R e e
Een enkele keer krijgen we met hogere machten van J te maken, waarbij
U dient te onthouden dat

e e
3% = -1
e
. 34 = 32,32 = + 1
Vermenigvuldigen:
Jeh Rl g = 45 2107
2 6.(-2 - 3j) = =12 - 183
e e RN R
4). G 20015 =730 = 5 w21 4 07+ 28 55 L
2 0 S ORGSR
Opgaven.
e S (Rt 330505 —FF) = P /Lﬂ IS 210“2?; 31

1l

(3.- 43).(6 - 55)
(1253060 + 6])

';(L, - %%5
Y + 37 g
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Delen is ook erg eenvoudig :
3 7 5
12 e Ll S LR Lo G il P
= it B R -3j2 0
72 5 12 - Sod 123 n 120 128
-6 =610 ] ~632 5.0
By 79 -\ =St o T 8
22 o d - “73 = 1A o2
~6] - 6] 6]
Delen:
6 + 43 6 43
1)- e — 2'
- > + > B 24
2) 6 = 6 e a1 s % L 12 48 e
R 3 2 + 3] 2 - 33 (2)%2(334)? 4 -9 g2
2184 12 8
4 + 9 13 13
3) 7 - 7 3 4 24+ BB L. 21+ 2B
A 3 - 4 3-43 3+ 4j gl 160 32 9.4 16
LN 28 . .
S =55 T
Stellen wij dit getal gelijk aan A + jB , dan is dus A = %%
en B = '2_8‘ e
25
e 5+ 73 W5+ 4 + 33 (5 + 7i)C4 + 33)
W Y Aagas dge 3 (4 ~ 33)(4 + 33)
20 o 157 & OO 351 00 - gt poad g Al .
= R = % 25 23
16 + 9 25
Stellen wij dit getal gelijk aan A + j.B , dan is dus
L g
A= o5 en B 55
Machtsverheffen.
= : e PR : -
Bijvoorbeeld: g T =09 T Y
: 2
—~ (—-4J>2 = 16 J = = 16




Bereken de reéle en de imaginaire term van de complexe vorm

Soms krijgen we te maken met de som danwel met het verschil van twee
termen , waarvan de eerste term re€el is en de tweede term imaginair.

Bigvioombaailds 4 SRR B T g s e ST N B 200 = 125 e

Dergelijke twee-termen , waarvan de eerste term reéel is en de
tweede imaginair , heten: complexe vormen .

In het algemeen is een complex getal dus voor te sftellen door A S JB
( spreek uit: A plus of min jB) , waarbij A de reéle-— en B de
imaginaire term is.

Het werken met complexe getallen levert geen moeilijkheden op.

Optellen:
e weein (i)t fhas B = 3or i D BT e 8 4 11
Opgaven:
Bereken de reéle en de imaginaire term van de complexe vorm
3+ 4] 2 15 - 43
B —— ; e ———— ° 3
54T 6 - 8j ’ A
> 1, ST ey opaiag - i/73“
i ) B B R ) e ‘N} S — /- 4 - 3 5’
) I R 25 + 99 T 3% 7 A pt
/ " Purrd -— (/
W A G~ D p ‘
: 36. +be¢ . ﬁjw ,> H =12 (.42
P S /l /(‘\ (_’ - N :/T
- L/ 243
) S ® — . dz" 3{_ R = -
7 T o= =iz e : . ‘ , -
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De grafische voorstelling van een complex getal. B

Een complex getal van de gedaant: A + j.B is grafisch op e;r\l\\_______~

assenstelsel uit te zétten. Langs de horizontale as zetten wij
daartoe de reéle term uit, met als eenheid 1 ., Langs de vertikale
as zetten wij de imaginaire term uit , met als eenheid j

Ze ls in Tig. 'l Het eomplexe getal 3 +-47 wvoorgesteld.doerchet
punt-P. We noemen P het beeldpunt van het complexe getal 3 + 4] .

J§+ ’ ‘We kunnen gzeggen:
5 P het beeldpunt P heeft een horizontale
4?“ L e waarde (abscis) + 3 en een vertikale
i ' waarde (ordimaat) + 4]
! o De ligging van het punt P in het
. $ g i . complexe vliak wordt dus bepaald door
i 3 * zijn co-ordinaten.
; Ook kunnen wij zeggen, dat de ligging
fi ’ i van punt P in het complexe vlak bepaald
e ! wordt door de lengte van de lijn 0P
* en de hoek (£ , in fig° 2
Stel de lijn OP voor door z , dan is dus 2z de grafische voorstelling
van het complexe getal A + j.B . De lengte van de WLJn SIA S
T gemakkelijk te berekenen uit \/a% 4 B5°
We noemen dit: de volstrekte waarde
Be ofwel: de modulus van het
complexe getal en stellen deze
volstrekte waarde voor door |z|
3 Wanneer dus z = A + j.B , dan is
‘Zi = X/AZ L BY
Zo dsycdn Tiatilia o0 o 3N AT ol
: e 2]

De hoek ys in fig. 2 heet: het argument van het complexe getal.

Deze hoek laat zich berekenen uit: tgxg ——

Z0 THe - D h RS 1, Vb ¥>=2%‘ =1 % = .,33333 . Opzoeken in de tafel
1

geeft: = 53R 8

In het algemeen dus: de tangens van het argument is gelijk aan he
- aantal eenheden van de imaginaire term gedeeld door de re€le term.

Opgaven:
T Gegeven is het complexe getal 7z = 3 - 3j . Construeer daarvan
het beeldpunt in het complexe vlak en berekpn modvlu; en
argument. Med <12l = l g A el ﬂ/{‘ 3

2 Doe hetzelfde met de complexe getallen 5 =8 + 10] en
e BT ey v
il = 5] W$(3L8°4 ot ‘= ey Args ——tlzs lkﬂ[é’fs G st VW,Wy £

4
3 e Bereken modulus en argument van de compiexe getallen o
s - a2
7, = ._._._1_.__—-.. en Z2 &= (2 - 3,])
L 3 - 4



- 5 -

Een complex getal kan ook worden voorgesteld door

z:m.(oos%a-» j.sinso) -
waarin m = modulus .
Bewijs: Noem ,.in fig. 3 , m'de lengte van de 1ije 0P . . en V’ het
J : argument, Laat Z'= A + j.B i, dan is
3 A = m,cos en B = m.sin}a , zodat
m ; i
B Z = M.COS ( + J.Mesin ¢ = m.(cosif+ j.sin @)
, @+ # ¢+ j.sing
o 1 f ! De vorm m(cos$2 + j.sin LP) staat
; A S DR
Pig. 3 bekend als richtingsgetal.

-—— L en e ee




Definities.

La Twee complexe getallen heten toegevoegd complex , wanneer ze
uitsluitend verschillen in het teken védr de imaginaire term.
Bijves 2 % v en 2> 371 3 T 453 alihi Tl —

In het algemeen: A + jB en A = iB,

Toepassing: Bereken
Seocts 4
Oplossing: Om de factor J uit de noemer weg
te werken vermenigvuldigen we teller
en noemer van de breuk met de
toegevoegd complexe vorm van de noemer.
We krijgen dan:
& o - A - :
LU w e el s S e (e
3+ 4] 3 =43 25 25 25

Uit dit antwoord volgen nu 2 conclusies

1°. De modulus van deze complexe vorm is m =\/Q—%§)2 + (~%§)2 = —%—
- 4/
29, % Het argument(p vinden we uit tg @ = e = - —if
| 3/ 25 -

Zuiver goniometrisch genomen, zijn er 2 hoeken aan te wijzen
waarvan de tangens gelijk is aan - 1,33333 , n.l. een hoek in het
tweede kwadrant en een hoek in het vierde kwadrant.

De grafische voorstelling van het complexe getal zZ = ot —%—j
echter doet ons zien, dat de hoektp in het vierde kwadrant
ligt. Opzoeken in de tafel geeft 3

p = -53° 8" ofwel 306° 52' af
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Defe T1t

Twee complexe getallen heten tegengesteld complex , wanneer zij

zowel verschillen in het teken vé6r de reéle term als ook in het
teken v46r de imaginaire term.

Bijv. + 2+ 3j-en = 2 — 33 « In het algemeen dus: A + jB en
-A - jB .
In de elektronica vindt deze definitie geen toepassing.

Def, 111,

Twee complexe getallen zijn aan elkaar gelijk, wanneer zowel de
re8le termen als ook de imaginaire termen aan elkaar gelijk zijn.

Wenneer gus A+ B =P + jQ , dan is A=P en B =@
Dit is voor ons een uiterst belangrijke definitie.

Voorbeeld. gegeven is: A+ jB = 300 + 400j

Gevraagd: Hoe groot is A en hoe groot is B ?
Antwoord: A = 300 en B = 400 .

Uit Definitie IIT volgt:
Een complex getal A + jB is regel wanneer de imaginaire term nul is.
Is bigws A B =800 . dap . ds . A= 1300 _en B =0,

We zouden immers kunnen schrijven: AVET B =300 0% en dan
Def,III toepassen.

Vul nu zelf in: Een complex getal A + jB 1is imaginair wanneer ....

IS bljvo A+JB="12OOJ y dal'l iS A= AR R R enB=oooot
Voorbeelden.
1y 2Vraag Schrijf het complexe getal 3 + 4j als richtingsgetal,
Antwoord: 3+ 43 =m.(costp + j.sin 50)
Hierin is _ _ vgz s o
= i in D = ﬁ dat
cos‘p = en s1n.P = y  Zooa

S ;3‘ i
3+4J—5'(5+53)

P

2. Vraag : Schrijf - 2 + 233 als richtingsgetal
Antwoord: - 2 + 2jV3 = m.(cos {& + j.sin Q)

Hierin is m = \/4 + 12 = 4
cos g;: - % = -

(¢ ligt in het tweede kwadrant en is gelijk aan 120° ) ; zedab

en sin(}():-g-\%;-= %\[3

W=

-2 + 23\/5 = 4.(-% + 3-%\/3)



5 Bereken V 9 + 23jV10
Antwoord: Stel J 9 + 23?30 = A gl Kwadrateren geeft
g oivio = AT SRS jEan
Het eerste 1lid van deze vergelijking is een complexe
vorm , het tweede 1id eveneens . De beide complexe
vormen zijn aan elkaar gelijk , dus
40, B pR . o o ameaale odalio. o o as
ofwel AB = V10 en
2
2 A8 = 10
F& i e 8y
29, TA%ES Saiug
= i
(A By =121 Worteltrekken geeft
42 4 B2 = 11 (niet -11 , daar A° + B2 > 0 is).
Schrijf nu onder elkaar: A2 + B2 e 4]
8 gl iy
-+
SBE -0 lecBGe BUaE L
‘ o ALl S S 1D e A = VA0
Dus: \/9+2j\/?o R e A
4/‘""
Ao Bereken: '\ —4 e ki :
Antwoord: \/—4» . w/d—4 = w/;} = P+ jQ
kwadrateren geeft e = P2 - Q2 + 23PQ

Opmerking :

Daaruit volgt: i P2 - Q2 =0 en 2%, P =

it 2", volgt: Q= —%—  UBEshsnaseydd in o geeft

PE-—l-z- - 0 ofwel P2=__1.§ S Pt
P P
Hieraan veldoen P =+ 1 en P = -1
fmiet P=j en P=-j , wand P is reBellk.
4‘-‘ - .
Dus: N e, T R R S B i e

De formule \/a .\/b = V{;b geldt bij het werken met

imaginaire getallen niet !

V4 =9 is niet V-4 -9 =V436 , doch

2

sl a5 6 e

1t

.

Evenzo: (JiW)Z v .\/—1 # g/+1 g0 doeh
: ; 2

Gaadds = el .

1



Opgaven :

A fross S 2 g
4. Herleid a. -1 b a3 e (e iR
- %2
b. {0z o 1)« 3tesbe s 1
L i
5, Bepaal medulus en argument van
a, 12,65 av3)
b, RN e
4]
6. Herleid =22 1 B
aw g =+
/5 4+ 23 2+ jV5 2. gy
st oy
of (34 43)7% 4+ (3 = 43)°%
T Herleid 8 Ni:*s
b. \/1 = ‘1-.
4

co /23 4 12543

8. B AT R V3o L B6 ym106 3 0A 12603 AMA9TT A 166 F R LML)
K 184 3-8 290y A 220 .




Radialen :

In de vlakke meetkunde worden - hoeken wuitgedrukt in graden, minuten
en. seconden. 2Zo weten wij, dat een rechte hoek = 900 , een gestrekte
hoek = 180° , enzovoort.

De methode wvoldoet in de planimetrie zeer goed , doch is overigens-._
vrij willekeurig. Een verdeling van de rechte hoek in bijv. 100 een-
heden had ook best kunnen voldoen,

In de hogere wiskunde blijkt , dat het dikwijls eenvoudiger is
de grootte van een middelpuntshoek te geven als de verhouding van de
lengte van een cirkelboog tot de lengte van de straal. De eenheid ,
waarin de grootte van de hoek dan wordt uitgedrukt , is de radiaal.
Wanneer dus , dn fig. 1 , de lengte van de boog » q. gelifinios
aan de straal r , dan is middelpunts-
hoek €4 gelijk aan 1 radiaal ,

//\p
/’ /\_\ .
# il e Leer van buiten:
Ay
/ / \
N4 \ .- ! ]

[ Lo iy Fen hoek van 1 radiaal is een middel-
\ £ puntshoek waarvan de boog gelijk is aan
\\\ de straal.

o Evenzo: Een heoek van 2 radialen @

een middelpuntshoek waarvan de boog geliljk

4 is aan 2 maal de sitraszsl,
g s

Vul aan: Een hoek van 3 radialen is
Een hoek van 5 radialen is

¢ 6 % 0 009 09 89 0 0@

S ® 86 00 6 00008 9 9 0 »

De omtrek van de hele cirkel is 2m.r Op de gehele cirkel-omtrek
kunnen dus 277 stukken gelijk aan de straal worden afgepast.

De gehele cirkelomtrek komt overeen met een middelpuntshoek van 360°.
De gehele middelpuntshoek bevat dus 2 F¥ radialen.

Daaruit volgt: 360° = 27 radialen
1800 = 7" 99
(¢}
90 = ‘g“ ’y
0 ™
30 == g y 9

)
en 1 radiaal = 180 . ca 57° 17' 45" .
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Cyclometrische uitdrukkingen.

Uit de goniometrie is bekend dat sin 30° = 2 . Daar 30° =‘g’rado,
kunnen we dus ook schrijven: sin ¥ = + (De eenheid rad resp. radia-

len wordt eenvoudigheidshalve gewoonlijk weggelaten).

Ook zouden we kunnen zeggen: g' is een hoek y waarvan debsinus =
1séf ook wel: X is de boog, waarvan de middelpuntshoek '‘n % tot
sinus heeft.

Evenzo: 45° = I radialen com D = ko
Wij kunnen dus zeggen: .g is een hoek, waarvan de cosinus %JE is.,
Of ook: E' is de boog , waarvan de middelpuntshoek %JE tot cosinus
heeft.

Evenzo: 605 = 231‘ radialen tg% =33
Wij kunnen dus zeggen: g is een hoek , waarvan de tangens Vg is.
0f ook: S is de boog , waarvan de middelpuntshoek‘Jg tot tangens
heeft. .

Deze uitdrukkingen worden afgekort tot

%" = bg sin 3 = bg cos & V3 e bg tg -;.\@
%: = bg cos %JE = bg sin 3o = bg tg 1
g' = bg tg\fé = bg sin %«é. = bg cos 3 .

Soms gebruiken we voor de afkorting bg ook wel de afkorting arc ,

bijv. XK. = arc sin 3 . De afkorting arc komt van het latijnse

“woord arcus , dat boog betekent.




